
Erinnerung:

Ab jetzt betrachten wir R immer mit der Standard-Norm | |. Sei V ein R-Vektorraum.

Definition: Eine symmetrische Bilinearform

h , i : V � V ! R, (v, w) 7! hv, wi

heisst positiv definit, wenn zusätzlich gilt:

8 v 2 V r {0} : hv, vi > 0.

Der Betrag eines Vektors v 2 V bezüglich h , i ist dann die Zahl

kvk :=
p

hv, vi 2 R
>0.

Definition: Eine positiv definite symmetrische Bilinearform heisst ein Skalarprodukt. Ein R-Vektorraum

zusammen mit einem Skalarprodukt heisst euklidischer Vektorraum (V, h , i).

Definition: Das Standard-Skalarprodukt auf Rn
ist für x = (xi)i und y = (yi)i gegeben durch

hx, yi := xTy = x1y1 + . . .+ xnyn.

Der zugehörige Betrag ist die `2-Norm

kxk :=
p

x2
1 + . . .+ x2

n.



Beispiel: Sei V ein Unterraum des Raums der stetigen Funktionen [a, b] ! R für reelle Zahlen a < b. Sei

' eine stetige Funktion [a, b] ! R>0
mit höchstens endlich vielen Nullstellen. Dann ist

hf, gi :=

Z b

a

f(t)g(t)'(t) dt

ein Skalarprodukt auf V .



Definition: Eine reelle symmetrische n� n-Matrix A mit der Eigenschaft xTAx > 0 für alle 0 6= x 2 Rn

heisst positiv definit.

Proposition: Sei B eine geordnete Basis von V . Eine symmetrische Bilinearform h , i auf V ist positiv

definit genau dann, wenn die Darstellungsmatrix [h , i]B positiv definit ist.

Beispiel: Für jede positiv definite symmetrische reelle n � n-Matrix A ist die folgende Abbildung ein

Skalarprodukt auf Rn
:

R
n
� R

n ! R, (x, y) 7! xTAy,

und umgekehrt hat jedes Skalarprodukt auf Rn
diese Form.



10.6 Grundeigenschaften

Im diesem und den folgenden Abschnitten sei (V, h , i) ein euklidischer Vektorraum mit der zugehörigen

Betragsfunktion k k.

Satz: (Cauchy-Schwarz Ungleichung) Für beliebige v, w 2 V gilt

|hv, wi| 6 kvk · kwk.

Weiter gilt Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhängig sind.





Proposition: Der zugehörige Betrag k k ist eine Norm auf V .

Proposition: Für beliebige v, w 2 V gilt kv + wk = kvk+ kwk genau dann, wenn einer der Vektoren ein

nicht-negatives skalares Vielfaches des anderen ist.



Definition: Ein Vektor v 2 V mit Betrag kvk = 1 heisst normiert.

Proposition: Für jeden von Null verschiedenen Vektor v 2 V ist
v

kvk
normiert.

Definition: Der Winkel zwischen zwei von Null verschiedenen Vektoren v, w 2 V ist die eindeutige reelle

Zahl 0 6 � 6 ⇥ mit

cos� =
hv, wi

kvk · kwk
=

D v

kvk
,

w

kwk

E

.



Definition: Zwei Vektoren v, w 2 V mit hv, wi = 0 heissen zueinander orthogonal, und man schreibt

v ? w.

Ist ein Vektor v 2 V orthogonal zu jedem Element einer Teilmenge S ⇥ V , so heissen v und S orthogonal

und man schreibt v ? S oder S ? v.

Ist jedes Element einer Teilmenge S ⇥ V orthogonal zu jedem Element einer Teilmenge S 0 ⇥ V , so heissen

S und S 0
orthogonal und man schreibt S ? S 0

.

Bemerkung: Für jeden Vektor v 2 V gilt v ? v , v = 0.

Proposition: Zwei Vektoren v und w sind orthogonal genau dann, wenn gilt

kv + wk2 = kvk2 + kwk2.



10.7 Orthonormalbasen

Definition: Eine Teilmenge S ⇥ V r {0}, so dass je zwei verschiedene Elemente von S zueinander

orthogonal sind, heisst Orthogonalsystem. Ist zusätzlich jeder Vektor in S normiert, so heisst S ein Ortho-

normalsystem. Ist zusätzlich S eine Basis von V , so heisst S je nach Fall eine Orthogonalbasis bzw. eine

Orthonormalbasis von V .

Ein Tupel (v1, . . . , vn) mit vi 2 V r {0} und vi ? vj für alle i 6= j heisst Orthogonalsystem. Ist zusätzlich

jedes vi normiert, so heisst das Tupel ein Orthonormalsystem. Ist das Tupel zusätzlich eine geordnete Basis

von V , so heisst es je nach Fall eine geordnete Orthogonalbasis bzw. geordnete Orthonormalbasis von V .

Proposition: Jedes Orthonormalsystem ist linear unabhängig.

Proposition: Eine geordnete Basis B von V ist eine Orthogonalbasis genau dann, wenn die Darstellungs-

matrix des Skalarprodukts [h , i]B eine Diagonalmatrix ist. Sie ist eine Orthonormalbasis genau dann,

wenn die Darstellungsmatrix die Einheitsmatrix ist.



Proposition: Sei B eine Orthonormalbasis von V , und sei v 2 V beliebig. Dann gilt hb, vi = 0 für fast

alle b 2 B, und v hat die Entwicklung

v =
X

b2B

0

hb, vi · b.


